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Аннотация: Мы рассматриваем жесткие модели с четырьмя состояниями ближайшего 

соседа (HC) на однородном дереве Кэли. При выполнении некоторых условий для параметров 

модели мы доказываем существование нескольких периодических мер Гиббса.  

Введение. 

Информацию о HC-моделях можно найти в работах [1] и [2]. 

 Общее определение понятия меры Гиббса первоначально было дано в научных работах 

Р. Л. Добрушина [9],[10]. Р. Л. Добрушин доказал теорему о существовании предельной меры 

Гиббса. Впервые эта теорема была использована К. Х. Хининым для решетчатых моделей в 

квантовой теории поля. Целью настоящей главы является изучение меры Гиббса для модели 

(2). Эта модель контурным методом изучена в работе [11], здесь мы преобразуем ее в HC (hard-

core)-модель на дереве Кэли и применим метод марковских случайных полей и рекуррентных 

уравнений этой теории (см, например, работы , [1],[2],[4],[5],[6],[7]). 

Определения и постановка задачи 

Дерево Кэли ),( LVГ k
 порядка 1k  есть бесконечное дерево, т.е. граф без циклов, из 

каждой вершины которого выходит ровно 1+k  ребер. Здесь −V множество вершин и −L
множество ребер. 

Вершины x  и y  называются ближайшими соседями, если существуют ребро Ll  и 

соединяющие их, т.е. ., = yxl
  

Расстояние ,,,),( Vyxyxd   на дереве определяется формулой  
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Для фиксированного Vx 0
 введем обозначение 
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Будем писать ,x y  если путь из 
0x  до y  проходит через .x  При этом вершина y  

называется «прямым потомком» вершины ,x  если ,x y  и yx,  являются ближайшими 

соседями. 

Для 
n

Wx  введем обозначение  .1),(:)(
1

==
+

yxdWyxS
n

 

Множество )(xS  называется множеством прямых потомков вершины .x  Если −)(xS

совокупность «прямых потомков» вершины ,x  то для любой вершины Vx , отличной от 

,0x  имеем kxS =)(  и 1)( 0 += kxS . 
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Известно, что дерево Кэли представляется как группа ,
k

G  являющаяся свободным 

произведением 1+k  циклических групп второго порядка с образующими 
121

,,,
+k

aaa   [7], 

т.е. ,2 ea
i
=  где −e единичный элемент. 

Мы рассматриваем модель, где спин принимает значения из множества }3,2,1,0{=

.  

Конфигурация на дереве Кэли задается 
VVxx = }),({ . 

Рассмотрим граф G  (см.[4]) c ребрами ),( ji . 

Определение 1. Конфигурация   называется G -допустимой конфигурацией на дереве 

Кэли, если −})(),({( yx  ребро G  для любой ближайшей пары соседей yx,  из .V   

Обозначим множество всех допустимых G  конфигураций через 
a , а через 

A −

пространство конфигураций, определенных на множестве A . 

Рассмотрим матрицу 
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Для G  и P  Гамильтониан HC-модели определяется следующим образом 
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Для ,...2,1=n  рассмотрим вероятностное распределение 
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Говорят, что последовательность вероятностных мер 
)(n  является согласованной, если 

для любого 2n  и :
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Основная проблема для данного гамильтониана– это описание всех отвечающих ему мер 

Гиббса.   
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Условия согласованности: 

Теорема 1.[4] Последовательность вероятностнных мер 
( ) ,n 1, 2, 3,...n =  в (3) 

согласованная тогда и только тогда, когда для любого  
0

\ xVx  имеют место следующие 

равенства: 
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Известно (см [3]), что существует взаимно-однозначное соответствие между 

множеством вершин V  дерева Кэли порядка k  и группой 
k

G , представляющей собой 

свободное произведение 1+k  циклических групп второго порядка с образующими 

121
,,,

+k
aaa  .  

Периодические меры Гиббса 

Определение 2. Пусть G − подгруппа группы .
k

G Совокупность векторов 

}:{
kx

Gxzz =  называется G
~

-периодической, если 
xyx
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k
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~
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Определение 3. Мера Гиббса, соответствующая G
~

- периодической совокупности 

векторов, называется G
~

-периодической. 

Для этого случая из (6) имеем 
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 где ).1,0(,,,,, dcba
 

Теорема 2. Если ,1)( 22 − dk 
 
то существуют по меньшей мере три 

)2(

k
G -

периодические меры Гиббса. 
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