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Аннотация: Задача описания гиббсовских мер рассматриваемой модели сведена к 

решению системы функциональных уравнений. Для этой модели найдены трансляционно-

инвариантная и периодическая меры Гиббса.  

Введение. 

Определение меры Гиббса и других понятий, связанных с теорией Гиббсовских мер, 

можно найти, например в [2]. Общее определение понятия меры Гиббса первоначально было 

дано в научных работах Р. Л. Добрушина [9],[10]. Р. Л. Добрушин доказал теорему о 

существовании предельной меры Гиббса. Впервые эта теорема была использована К. Х. 

Хининым для решетчатых моделей в квантовой теории поля. Целью настоящей главы является 

изучение меры Гиббса для модели (2). Эта модель контурным методом изучена в работе [11], 

здесь мы преобразуем ее в HC (hard-core)-модель на дереве Кэли и применим метод 

марковских случайных полей и рекуррентных уравнений этой теории (см, например, работы , 

[1],[2],[4],[5],[6],[7]). 

Определения и постановка задачи 

Дерево Кэли ),( LVГ k
 (или решетка Бете, в другой терминологии, см. по поводу 

терминологии работу [4] ) порядка 1k  есть бесконечное дерево, т.е. граф без циклов, из 

каждой вершины которого выходит ровно 1+k  ребер. Здесь −V множество вершин и −L
множество ребер. Вершины x  и y  называются ближайшими соседями, если существуют 

ребро Ll  и соединяющие их, т.е. ., = yxl
  

Если для вершин x  и y  существуют вершины 
d

xxx ,...,
21

 такие, что 

,,,...,,,,
211

 yxxxxx
d

 тогда  yxxxxx
d
,,...,,,,

211
 есть путь, соединяющий x  и .y  

Расстояние ( )d x y x y V    , на дереве Кэли определяется формулой  

0 1 1 0 1 1( ) min{ такие что }d d d dd x y d x x x … x x y V x x … x x− − =   =     =         

Для фиксированного Vx 0
 введем обозначение 
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VyxLyxL = . 

Будем писать ,x y  если путь из 
0x  до y  проходит через .x  При этом вершина y  

называется «прямым потомком» вершины ,x  если ,x y  и yx,  являются ближайшими 

соседями. 

Известно, что дерево Кэли представляется как группа ,
k

G  являющаяся свободным 

произведением 1+k  циклических групп второго порядка с образующими 
121

,,,
+k

aaa   [7], 

т.е. ,2 ea
i
=  где −e единичный элемент. 
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Предложение 1. [7]. Существует взаимно-однозначное соответствие между множеством 

вершин V  дерева Кэли порядка k  и группой 
k

G . 

Это соответствие строится так, как показано в рис 1.1.1.  

 

Рис. 1. Вид 
2Г . 

Конфигурация   на V  определяется как функция  ( ) 1 , 1x V x → = − ; 

множество всех конфигураций совпадает с 
V = .  

Мы расмотрим HC-модель с радиусом взаимодействия два на дереве Кэли с активностью 

0.>  

Пусть A V . Обозначим через 
A  пространство конфигураций, определенных на 

множестве A . Через А  обозначим число элементов множества А . 

Обобщенный символ Кронекера как функцию  

 ( ) { 1 2 { }}A AU A A … A min A  →   −   −    −      

определим следующим образом:  

( )A AU A =  −    (1) 

где A V , и 
A – число различных значений ( )A x x A   . (см [1]). 

В этой работе мы рассмотрим случай 4А = . Обозначим через M  множество всех 

шаров ( ) { ( ) 1}b x y V d x y=       с радиусом 1. 

Гамильтониан определяется следующим образом  
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( ) ( )b

b M

H J U 


= −              (2) 

где J R .  

Основная проблема для данного гамильтониана– это описание всех отвечающих ему мер 

Гиббса. мы преобразуем ее в HC (hard-core)-модель на дереве Кэли и применим метод 

марковских случайных полей и рекуррентных уравнений этой теории. 

Условия согласованности: 

Зафиксируем 
0х V  и обозначим. Для Vx  положим ),(\},:{= xSyxVyx 


 

где −)(xS множество "прямых потомков" точки .Vx  

Мы рассмотрим случай 2.=k   

Пусть },,,{=)(
321

xaxaxaxxb  и )}.(),(),(),({=
321)(

xaxaxax
xb

  

Рассмотрим вероятностное распределение 
( )n

  на :
nV

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1

,
exp ,

b x
n

n

n n n b x
x W

Z H h


   −



= − +     (3) 

где ( ) ( ) ( ) ,
, exp ,

n b x
n V nn

n V n n b x
x W

Z H h




  
 

  = − +  и ,bh R  . 

Говорят, что вероятностные распределения 
( )n

 , ( 1n  ) согласованы, если  

( )
( )

( ) ( ) 1

1 1
( , )

n

n n n

n n


    −

− − =   (4) 

для всех 1n   и 
11 nn V


−−

 . 

В этом случае существует единственная мера   на 
V

 , такая, что 

 ( ) ( ) ( )
n

n

n nV
    = = , для всех 1n   и 

nn V
  .  

Периодические меры Гиббса 

Для а М , через  ,b c  обозначим «прямые потомки» шара а  (см  3 ). 

Рассмотрим конфигурации  

        },,,,{=},,,,{=},,,,{=},,,,{=
3210

−−−+−−++++−+++++   

    },,,{=},,,,{=},,,,{=},,,,{=
3210

+++−−++−−−+−−−−−−−−−    

на единичном шаре. 

Обозначим 
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Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на при которых 

выполняется (4).  
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Теорема 1[8]. Вероятностные распределения 
( ) ( ) ,n

n
   1,2,...n =  в (3) 

согласованы, если для любого a M  имеют место следующие уравнения:  

,0 ,1 ,2 ,0 ,1 ,2

,0

,0 ,1 ,2 ,0 ,1 ,2

b b b c c c

a

b b b c c c

y y y y y y
y

y y y y y y

 + + + +
= 

+ + + +
 

,0 ,1 ,2 ,3 ,4

,1

,0 ,1 ,2 ,0 ,1 ,2

1
b b b c c

a

b b b c c c

y y y y y
y

y y y y y y

 + + + +
= 

+ + + +
, 

,3 ,4 ,3 ,4

,2

,0 ,1 ,2 ,0 ,1 ,2

1 1
b b c c

a

b b b c c c

y y y y
y

y y y y y y

+ + + +
= 

+ + + +
,  (5) 

,3 ,4 ,3 ,4

,3

,0 ,1 ,2 ,0 ,1 ,2

1 1
b b c c

a

b b b c c c

y y y y
y

y y y y y y

 + + + +
= 

+ + + +
, 

,3 ,4

,4

,0 ,1 ,2

1
c c

a

c c c

y y
y

y y y

 + +
=

+ +
, 

где  exp , 1J T  = = , 
, , ,5exp( ), 0,4.a i a i ay h h i= − =  

Предположим, что  

.1,=,=,=
,2,4,1,3,0

Mayyyyy
aaaaa


      

(6) 

Тогда из системы (5) получаем  
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В этом разделе мы рассматриваем периодические меры Гиббса в случае выполнения 

условия (6). 

Запишем систему (7) в следующем виде:  
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              (8) 

где ,0,1=,ln=
,,

iyh
iaia

 и исследуем ее периодические решения. 

Определение 1. Пусть 
0H − подгруппа группы .

k
G  Совокупность векторов 

 
kaaa

Gahhhh :),(==
,1,0

 называется 
0

H -периодической, если 
iaiya

hh
,,

=  для любых 

k
Ga  и 0,1.=,

0
iHy  
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Определение 2. Мера Гиббса, соответствующая 
0

H -периодической совокупности 

векторов , называется 
0

H -периодической. 

Определим RhFhhhF → )(),(=:
10

 следующим образом 

                     .
1

1
=)(

10

10
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++
hh

hh

ee

ee
hF


 

Пусть (2)

kG − подгруппа группы ,
k

G  состоящая из слов четной длины. Очевидно, что 

(2)

k
G  является подгруппой индекса 2. 

Пусть 









,\если,

,если,
=

(2)

22

(2)

2

,

GGch

Gch
h
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'

i

ai

ia
  0,1.=i   

Теорема 1. Для модели (2) при всех 0>  и выполнении условия (6) существует 

единственная (2)

2G -периодическая мера Гиббса. Более того, эта мера совпадает с ТИ мерой 

Гиббса. 

Выводы 

Для HC-модели при всех 0>  и при выполнении условия 

Mayyyyy
aaaaa

1,=,=,=
,2,4,1,3,0

 существует единственная 
(2)

2
G -периодическая мера 
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