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Аннотация: В статье представлена методология геометрического моделирования 

сложных трёхмерных объектов на основе теории R-функций В.Л. Рвачёва. Простые 

аналитические примитивы — эллипсоид, сфера, суперэллипсоид, тор — описываются 

неявными функциями вида 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ≥  0, над которыми выполняются R-операции: Rα-

параметрическая конъюнкция, дизъюнкция и отрицание. Для полигонизации полученной 

неявной поверхности применяется алгоритм Dual Contouring, который на основе данных 

Эрмита и минимизации квадратичной функции ошибки (QEF) обеспечивает сохранение 

острых геометрических особенностей. Метод апробирован на сложных моделях: 

фланцевый диск (20 функций) и автомобиль (31 функция). 

Ключевые слова: R-функции, неявное моделирование, Dual Contouring, QEF, R-

операции, геометрическое моделирование, конструктивная геометрия. 

Введение 

В современном инженерном проектировании всё возрастающую роль играют системы 

геометрического моделирования с использованием средств компьютерной автоматизации 

(CAD). При создании сложных трёхмерных объектов традиционно широко применяется 

метод конструктивной геометрии твёрдых тел (CSG — Constructive Solid Geometry) [1, 2]. 

В этом методе сложная форма строится путём последовательного применения логических 

операций (UNION, SUBTRACT, INTERSECT) над простыми примитивами. Однако 

необходимость выполнения каждой операции в отдельности, отсутствие возможности 

визуализации промежуточных результатов, а также требование повторения всех этапов 

построения при изменении параметров существенно снижают эффективность 

проектирования. 

Одним из эффективных подходов к преодолению указанных ограничений является 

моделирование на основе неявных функций (например, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0). В рамках данного 

подхода геометрический объект описывается соотношением 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ≥  0, при этом 𝑓 =

 0 задаёт поверхность, 𝑓 >  0 — внутреннюю область объекта, а 𝑓 <  0 — внешнюю 
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область [3, 4, 5]. Математической основой неявного моделирования служит теория R-

функций, предложенная академиком В.Л. Рвачёвым в 1963 году [6, 7]. R-функции 

представляют собой аналитические аналоги логических операций и позволяют описывать 

геометрические области непрерывными дифференцируемыми функциями [8, 9]. 

Для визуализации неявной поверхности необходимо её преобразование в 

полигональную сетку. В этой области наиболее широко известен алгоритм Marching Cubes 

(MC), предложенный Лоренсеном и Клайном [10], однако он не обеспечивает сохранения 

острых рёбер. Алгоритм Dual Contouring (DC), предложенный Ju и соавторами [11], за счёт 

использования данных Эрмита и минимизации QEF [12] позволяет сохранять острые 

геометрические особенности. Целью настоящего исследования является разработка 

методологии, объединяющей метод R-функций (RFM) и алгоритм Dual Contouring, и её 

апробация на примерах сложных трёхмерных моделей. 

Математический аппарат R-функций 

Неявные примитивы 

В подходе R-функций каждый трёхмерный (3D) геометрический примитив 

представляется функцией 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). Неявные функции для основных 3D-примитивов 

определяются следующим образом [5, 8]: 

— Эллипсоид: 𝑎𝑒, 𝑏𝑒, 𝑐𝑒— полуоси 

𝑓𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑜𝑖𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡
𝑥2

𝑎𝑒2
+  

𝑦2

𝑏𝑒
2  +  

𝑧2

𝑐𝑒2
− 1 ≥ 0   (1) 

— Сфера: центр (𝑥₀, 𝑦₀, 𝑧₀), 𝑟 — радиус 

𝑓𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑟
2 − (𝑥 − 𝑥0)

2 − (𝑦 − 𝑦0)
2 − (𝑧 − 𝑧0)

2 ≥ 0 (2) 

— Суперэллипсоид: центр (𝑥₀, 𝑦₀, 𝑧₀), 𝑎𝑠, 𝑏𝑠 , 𝑐𝑠— ширины сторон суперэллипсоида. 

При n = 1 получается гексаэдр, при n = 2, 3, 4… — параллелепипед со скруглёнными 

рёбрами 

𝑓𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑒𝑙𝑙𝑖𝑝𝑠𝑜𝑖𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ≡  1 − |
𝑥−𝑥0

𝑎𝑠
|
𝑛

− |
𝑦−𝑦0

𝑏𝑠
|
𝑛

− |
𝑧−𝑧0

𝑐𝑠
|
𝑛

≥ 0 (3) 

— Тор: 𝑅𝑡  — большой радиус, 𝑟𝑡 — малый радиус 

𝑓𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑟𝑡
2 − (√(𝑥 − 𝑐𝑥)2 + (𝑦 − 𝑐𝑦)

2
− 𝑅𝑡)

2

− (𝑧 − 𝑐𝑧)
2 ≥ 0 (4) 

Для каждого примитива на его поверхности выполняется равенство 𝑓 =  0, внутри — 

𝑓 >  0, а снаружи — 𝑓 <  0. Это свойство обеспечивает корректность выполнения R-

операций, поскольку R-функции основаны на знаках своих аргументов [6, 7]. 

Rα-параметрические R-операции 

Сложные трёхмерные объекты строятся как логическая композиция простых 

примитивов с помощью R-операций. В Rα-параметрической системе, введённой Рвачёвым 

[6, 7], определены три основные операции: 

Rα-конъюнкция (∧): 

𝑓₁ ∧𝛼  𝑓₂ ≡ 1/(1 + 𝛼) ·  [𝑓₁ +  𝑓₂ −  √𝑓₁² +  𝑓₂² −  2𝛼 · 𝑓₁ · 𝑓₂] (5) 
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Rα-дизъюнкция (∨): 

𝑓₁ ∨𝛼  𝑓₂ ≡ 1/(1 + 𝛼) ·  [𝑓1 +  𝑓2 +√𝑓₁² +  𝑓₂² −  2𝛼 · 𝑓₁ · 𝑓₂] (6) 

Отрицание (¬): 

𝑓̅ ≡ −𝑓 (7) 

В системе R₁ операции конъюнкции и дизъюнкции имеют вид: 

min(𝑓₁, 𝑓₂) ≡ 𝑓1 ∧1 𝑓₂ ≡
1

2
(𝑓₁ + 𝑓₂ − |𝑓₁ − 𝑓₂|) (8) 

max(𝑓₁, 𝑓₂) ≡𝑓1 ∨1 𝑓₂ ≡
1

2
(𝑓₁ + 𝑓2 + |𝑓₁ − 𝑓₂|) (9) 

В системе R₀ операции конъюнкции и дизъюнкции имеют вид: 

𝑓₁˄0𝑓₂ ≡ 𝑓₁ + 𝑓₂ − √𝑓₁2 + 𝑓₂2 (10) 

𝑓₁ ∨0 𝑓₂ ≡ 𝑓₁ + 𝑓₂ + √𝑓₁2 + 𝑓₂2 (11) 

Здесь параметр −1 < α ≤ 1 регулирует степень гладкости поверхности [5, 8]. При α = 0 

получаем систему R₀, обеспечивающую гладкий переход (C¹-непрерывность) в местах 

соединения двух поверхностей. При α = 1 система R₁ эквивалентна функциям min/max и 

сохраняет острые рёбра. Отрицание во всех системах имеет одинаковый вид. 

Композиция сложных объектов 

Важнейшим свойством R-операций является возможность их последовательного 

применения для создания объектов произвольной сложности. Например, при 

моделировании автомобиля к корпусу присоединяются колёса и фары, а затем с помощью 

операции отрицания из основного корпуса удаляются салон и задний багажник, и так далее. 

Итоговая функция 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) представляет собой единое неявное поле, полученное в 

результате композиции всех примитивов и R-операций, и в каждой точке пространства 

принимает положительное значение (внутри объекта) либо отрицательное (снаружи). Pasko 

и соавторы [3] назвали этот подход функциональным представлением (FRep) и 

формализовали операции теории множеств, смешивания и смещения. Ricci [4] первым 

предложил выполнять операции конструктивной геометрии над неявными функциями. 

Построение поверхности: алгоритм Dual Contouring 

Для преобразования неявной поверхности 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0, определённой на основе R-

функций, в полигональную сетку в настоящем исследовании использован алгоритм Dual 

Contouring (DC), предложенный Ju и соавторами [11]. Основное отличие алгоритма DC от 

классического Marching Cubes (MC) [10] состоит в том, что в MC вершины располагаются 

на рёбрах сетки (что приводит к потере острых особенностей), тогда как в DC вершины 

размещаются внутри ячейки в оптимальном положении на основе минимизации QEF [12]. 

Это обеспечивает более высокое качество восстановления острых геометрических 

особенностей [11, 13]. 

Этапы работы алгоритма DC следующие: 

Этап 1. В пределах заданных границ сетки строится пространственная сетка из N × N 

× N ячеек. В 8 вершинах каждой ячейки вычисляется значение 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧). 
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Этап 2. Определяются рёбра со сменой знака: если в вершинах ячейки знак 𝐹 

изменяется, то поверхность пересекает данную ячейку. 

Этап 3. На каждом ребре со сменой знака методом бисекции (12 итераций) находится 

точная точка пересечения 𝑝ᵢ. В этой точке вычисляется численный градиент и 

нормализуется: 𝑛ᵢ =  𝛻𝐹/|𝛻𝐹|. 

Этап 4. Для каждой ячейки строится и минимизируется QEF [11, 12]: 

𝐸[𝑥]  =  𝛴ᵢ (𝑛ᵢ ·  (𝑥 −  𝑝ᵢ))² →  𝑚𝑖𝑛 (12) 

Задача сводится к системе линейных уравнений 𝐴𝑥 =  𝑏, в которой строки матрицы 𝐴 

— нормали 𝑛ᵢ, а вектор 𝑏 — скалярные произведения 𝑛ᵢ · 𝑝ᵢ. Решение получается по 

формуле Крамера, а при недостатке ранга применяется метод mass point [11]. 

Математической основой данного подхода служат квадратичные метрики ошибки Гарленда 

и Хекберта [12]. 

Этап 5. Для каждого ребра со сменой знака из дуальных вершин четырёх соседних 

ячеек формируется четырёхугольная (quad) грань [11]. 

Основное преимущество алгоритма DC состоит в том, что в результате минимизации 

QEF дуальные вершины размещаются в позициях, оптимально соответствующих 

особенностям поверхности. Это обеспечивает значительно более качественное сохранение 

острых рёбер и углов по сравнению с алгоритмом MC [11, 13, 14]. Schaefer и соавторы [14] 

обеспечили построение в алгоритме DC многообразных (водонепроницаемых) сеток. В 

обширном обзоре De Araújo и соавторов [15] алгоритм DC оценивается как один из 

наиболее эффективных методов полигонизации неявных поверхностей. 

Результаты экспериментов 

Тестовые модели 

Для оценки эффективности предлагаемого метода были созданы две модели различной 

сложности. Первая модель — автомобиль (типа Pickup), итоговое R-функциональное 

выражение которого объединяет 31 примитивную (неявную) функцию посредством R-

операций дизъюнкции, конъюнкции и отрицания. Вторая модель — фланцевый диск — 

состоит из 20 примитивных функций. 

Сравнение с традиционным методом CSG 

Для сравнения подхода на основе R-функций с традиционным CSG [1, 2] был проведён 

эксперимент по созданию одной и той же модели автомобиля (Pickup) обоими методами. В 

традиционном методе в AutoCAD требуется сначала создать каждый примитив отдельной 

командой (Box, Cylinder, Sphere), а затем последовательно выполнить операции 

UNION/SUBTRACT/INTERSECT. В методе R-функций же все примитивы и их композиция 

описываются единым математическим выражением. Наиболее важное различие касается 

изменения параметров: в методе R-функций достаточно изменить одно число в формуле, 

тогда как при использовании CSG требуется полное повторение всего процесса построения. 

Ниже приведены изображения интерфейса AutoCAD после подключения плагина RFM с 

использованием команды «NETLOAD», а также визуализации геометрических моделей 

автомобиля и фланцевого диска, построенных в среде AutoCAD с применением данного 

плагина: 
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Рис. 1. Интерфейс AutoCAD после подключения плагина RFM с помощью команды 

«NETLOAD» 

    

 

Рис. 2. 3D-модель автомобиля, построенная на основе R-функций: геометрическая 

модель автомобиля (слева); ввод 31 примитивной функции автомобиля в окно плагина 

(справа) 

     

Рис. 3. 3D-модель фланцевого диска, построенная на основе R-функций: 

геометрическая модель фланцевого диска (слева); ввод 20 примитивных функций фланца 

в окно плагина (справа) 
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Разрешение сетки и время вычислений 

Все эксперименты проводились в следующей технической среде: процессор — Intel 

Core i7-8700 (6 ядер, 12 потоков, 3,2 ГГц); оперативная память — 32 ГБ DDR4; видеокарта 

— NVIDIA GeForce RTX 2060 6 ГБ; программное обеспечение — AutoCAD 2025, 

операционная система Windows 10; плагин — RFM Plugin, разработанный на базе .NET 

Framework. 

В приведённых ниже двух таблицах представлены результаты экспериментов для 

моделей автомобиля и фланцевого диска при различных значениях разрешения сетки 

(resolution). 

Таблица 1. 

Результаты для модели автомобиля (31 примитивная функция) 

№ Разрешение Время (с) Число полигонов Границы сетки 

1 50 12 9 732  

2 100 49 38 634 14 × 10 × 7 

3 150 100 85 706  

Таблица 2. 

Результаты для модели фланцевого диска (20 примитивных функций) 

№ Разрешение Время (с) Число полигонов Границы сетки 

1 50 8 11 810  

2 100 32 46 252 28 × 28 × 10 

3 150 70 104 188  

Из обеих таблиц видно, что с увеличением разрешения N число полигонов и время 

вычислений существенно возрастают. При увеличении N с 50 до 150 (в 3 раза) число 

полигонов увеличивается примерно в 8 раз, а время — также приблизительно в 8 раз. Это 

соответствует вычислительной сложности алгоритма DC порядка O(N³), то есть 2³ = 8 [11]. 

Обсуждение 

Полученные результаты подтверждают эффективность теории R-функций в 

геометрическом моделировании сложных трёхмерных объектов. Во-первых, неявный 

подход позволяет строить сложные формы из простых примитивов в виде единого 

математического выражения. Это соответствует концепции полуаналитической геометрии 

Shapiro [5, 8] — геометрический объект полностью описывается аналитически, тогда как 

построение поверхности выполняется с помощью численного алгоритма (DC). 

Во-вторых, преимущество алгоритма DC перед MC [10] проявляется в сохранении 

острых особенностей. Как показано Kobbelt и соавторами [13], в MC вершины ограничены 

рёбрами сетки, тогда как в DC они размещаются оптимально на основе QEF. В недавних 

исследованиях Shen и соавторы [16] в методе FlexiCubes предложили расширение DC для 

оптимизации градиента. Hwang и Sung [17] адаптировали алгоритм DC для нейронных 

неявных представлений. Ramaijane и соавторы [18] изучили влияние различных структур 
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данных (octree и k-d tree) на эффективность DC и показали, что применение k-d tree 

позволяет сократить время построения примерно на 40%. 

Тем не менее, метод имеет ряд ограничений. Моделирование с помощью R-функций 

требует математических знаний — пользователь должен знать аналитическую формулу для 

каждого примитива. При Resolution=150 время вычислений достигает 2 минут, что 

затрудняет интерактивное моделирование. В дальнейшем эти ограничения могут быть 

преодолены за счёт применения параллельных вычислений на GPU [17] и адаптивного 

Octree [14, 18]. 

Заключение 

В настоящей работе разработана и апробирована методология геометрического 

моделирования сложных трёхмерных объектов на основе метода R-функций В.Л. Рвачёва 

и алгоритма Dual Contouring. Основные результаты: 

1. Теория R-функций позволяет строить трёхмерные объекты произвольной сложности 

из простых аналитических примитивов (эллипсоид, сфера, суперэллипсоид, тор и др.) в 

виде единого математического выражения. 

2. Алгоритм Dual Contouring на основе минимизации QEF сохраняет острые 

геометрические особенности и формирует полигональную сетку высокого качества. 

3. Успешно построены модели фланцевого диска и автомобиля, что демонстрирует 

применимость подхода на основе R-функций к решению сложных прикладных задач. 

4. В сравнении с традиционным методом CSG метод R-функций обладает 

преимуществами с точки зрения параметрической адаптивности, управления поверхностью 

и возможности повторного использования. 
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